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BEZIEHUNGEN DER @:7 UND @:8 ZUR OKTAVENEBENE. Y. 
VO~ 
HA~S FREUDE~THAL 
(Communicated at the meeting of February 28, 1959) 
13. Erganzungen und Berichtigungen zu 1-12.1) 
13.1. Die in 11.3 algebraisch dargestellten Perspektivitaten erschOpfen 
die Perspektivitaten der Oktavenebene, d.h. die Projektivitaten mit einer 
punktweise invarianten Geraden B, der Achse, und einem geradenweise 
invarianten Punkt A, dem Scheitel von Il'A.B· 
Man braucht das nur zu beweisen fur nichtinzidente A, B. Fasst man 
B als uneigentliche Gerade einer affinen Oktavenebene auf, so ist die 
Aussage aquivalent mit der, dass die Multiplikationen in der affinen 
Oktavenebene nur dann Affinitaten sind, wenn der Multiplikationsfaktor 
" reell ist. Das ist eine bekannte Tatsache. 
Ohne Berufung darauf beweist man es direkt folgendermassen: 
Als A und B nehmen wir 
G 
0 
D 0 0 
Ferner c 0 0) c 0 I) C' xa "') F= o 1 1 ,G= 0 0 0 ,X= xa ~2 ~~ . 0 1 1 1 0 1 X2 x1 
F X G schneidet B in 
H- ( -~ -1 D· 1 0 
IIA, BF liegt auf A X F, also etwa 
lh.F- G ;, 0) a . 
<X3 
IIA. BG =(A X G) X (H X IIA, BF) 
= (~2 ~ ~). 
a o cxa 
1) Siehe I-IV in Proceed. Kon. Akad. Wet., A 57 (1954), 218-230, 363-368; 
.58 (1955), 151-157, 277-285. 
!tit) 
1{ =(P xX) x B, L=(OxX) xB. 
.. ($·1 .. -6- 2Re x2 
L = is-XI 
0 
IIA·BX liegt auf A xX, auf K X IIA, BF = K' und auf L x IIA, 13 0 = L'. 
K' ( 
\s($z ~ $s --- 2Re x1) \s(xs- i2) 
-- .xa(:ra- x2) .xs$1 
a( is-- ;t:2) - $1ci 
-- .xa(xs- j;l) 
(6 -:- $s- 2Re xz)cxs 
a(xa -xl) 
K', L' und A x X miissen durch einen Punkt gehen. 
("' 6cxzxs <,x,a ) K' X (A X X) = $1cx2ia 6$2<X2 is(iza) , 
$1axz (axz)xa $1$sa 
(''''"' $2<X2X3 x,(x,a) L' X (A X X) = $zxzis $zxz $zx1a . 
(ax1)ia $2ai1 $z$s.xa 
Damit das dieselben Punkte sind (fur aile X), muss a reell sein. 
In der komplexen und in der Quaternionen-Ebene gilt die Behauptung 
nicht. Nennen wir Perspektivitaten mit reellem Doppelverhaltnis her-
mitesch 1), so gilt in der reellen und in der Oktaven-Ebene, aber nicht 
in der komplexen und Quaternionen-Ebene, class aile Perspektivitaten 
hermitesch sind. 
13.2. Die in 3 definierte Darstellung Inv (ilJC) der Q;7 ist transitiv tiber 
den Paaren P1, Pz von Ebenen mit leerem Durchschnitt, d.h. mit 
{P1, Pz}760. 
Beweis: In 6 war die Invarianz iiber ilJC gezeigt. Wir diirfen daher 
annehmen 
pl = (0, 0, 1, 0), 
Pz=(X, U, $, w) mit w =F- 0 
und uns begniigen mit der Angabe eines IE Inv (ilJC), so dass 
IP1=P1, IPz=(O,O,O,w) 
ist. Das leistet I= exp T e mit gewissen T und 
B=exp (0, 0, -Xfw, 0) . 
.L) ln Anlehnung an eine Titssche Terminologie bei Polaritaten. 
Xamlich 
(9P2=(-X, 
612P2 ~ (0, 
613P2= (0, 
614P2=(0. 
worans die Behauptung folgt. 
I ti'i 
- 21._'. --(X, C)fc!), 0), 
'2U. '2(X. U)/w, 0), 
0, --2(X, U)jw, 0), 
0. 0, 0), 
13.3 1). In 1, Z. 5, fiige man ein hinter x(X) «,x(X2)». 
In l. S. '220, Z. 4 Y.u. statt "-" « ···· ». 
In 1.26, statt -3((/J, 7p) <<-3((/J, 7p)*». 
In 3, letzte zwei Formeln, statt - ifl~ «- e~», statt tee!) «gco». 
In 4. vor (4.3), Formel fiir 611, statt dB1'= -(c/>1 '-iel)B 
«dB1 = - (f~ .., .. ie1)B». 
Jn 5, S. 228, Z. 7 v.u., statt (0, 0, A, 0) «(0, 0, 0, B)». 
In 5, S. 228, Z. 6 v.u., statt (A, 0, 0, 0) «(0, B, 0, 0)». 
In 7, Z. 3, statt 9Xs «9h». 
In 7, Z. 3, statt 2Lf «- 2.3». 
In 7, Z. 3, statt !l «::4». 
In ; , S. 363, Z. 3 v.u., statt P3 «fs». 
In 7.1, 2, 3 fehlt die Bemerkung, dass der obere Summand zu der 
geraden, der untere zu der ungeraden Anzahl von Pluszeichen gehort. 
In 8.4, statt 8.3 «8.2». 
In 8.8, Z. 2, statt P «Pi». 
In 8.12, letzter Absatz, fhge man ein hinter "Ware U0 =!= 0" «uncl X 0 7" 0», 
nnd schliesse man entsprechend weiter. 
In 9, Z. 2, fiige man ein hinter @2 = 0 «, e =!= 0,». 
In 9.3 vorletzte Z., statt 9.3.4 «9.2.4». 
In 9.4 fhge man hinter Formel 9.4.1 ein «A X A= 0». 
In 9.5, Z. 7, statt [0, [€J1, [0, 0]]] «[0,[01. [01, 0]]]». 
In 9.5.1 statt - 1/12 «- 1/6». 
In 9.5, letzte Zeile, statt 1/6 «1/12». 
In 9.5 prazisiere man den Beweis in leicht ersichtlicher 'Weise. 
In 9.8, S. 154, Z. 5, statt (A, B);;i;O «(A, B)<O». 
In 9.8.1, statt x(A xB);;;;O «x(A)x(B)<O». 
In 0.8, S. 154, Z. 13-14, statt "fiir B= x(A)A" «ist B Vielfaches von 
A, SO». 
In 9.8, S. 154, Z. 15, statt ~ ">". 
In 9.8, S. 154 ersetze man Z. 16-24 durch: «Daraus folgt die Behauptung. 
Bis jetzt haben wir e =!= 0 vorausgesetzt. Fhr e = 0 hat man nichts an 
(A, B);;;; 0, aber aus Stetigkeitsgrhnden (siehe die Transitivitat) gilt auch 
dann:>> 
In 0.10.1 statt x(AxB);;;;o «x(A)x(B);;i;O» . 
. In 9.10 ersetze man den Text von S. 155, Z. 12 v.u., "\Vir multi-
1) Diese Korrekturen verdanke ieh zum grossen Teil Herrn F. D. VELDKA:YIP. 
HiS 
plizieren ... " bis S. l Mi. Z. S " ... bestkitigt" dnrch: «Wir nehmen 
die Spur 
Xach 1.5 ist 
z(A)z(.il1 X ~vi)- (A, JJ X ..:11) = 2yx(B). 
ferner nach 1. 6 
z(;11 x 1vf) ~ o, 
x(A )x(B)z(..:li x M) ~ o. 
und wegen .. YJ x ~vi E l,l3 
also y ~ 0.». 
1 (A, 1l'I x _:lf) 1 ~ lx(A )x(ilf x ~~1) 1, 
lx(B)(A, .Zlf x Jf) 1 ~ lx(A )x(B)x(M x M) 1, 
x(B)(x(A)z(.Llf X .M- (A, .. lf X .M)) ~ 0, 
In H.10, Z. 4 v.u., statt des ersten _liz «-2». 
In H.10, Z. 3 v.u., statt "-" «-4». 
In H.10, Z. 2 v.u., statt - 1/z «-2». 
In 1 O.l. Beweis, Z. 3, statt I)( «WC». 
In 11.6, Z. 2 nach 11.6.3, statt Vielfaches « x-Vielfaches». 
In 11.7.1 laute die letzte Formel 
«4QlB X (A X At)- (A1, (!1B- QB1)A-'--
+(A, eB1- (!1B)A1- 4(!BI X (A X A1) = 0». 
In 12.2 :findet sich eine ernsthafte Lucke. Man muss auch zeigen, dass 
unabhangige P 0 , P 1 verschiedene Ebenen darstellen. Man darf 
Po=(O, 0, 1, 0) 
annehmen. Folgte fur alle f) E 9( a us @P0 = 0 auch @P1 = 0, so ergabe 
sich fur alle 
a us 
@=(O,O,A,O), AXA=O, 
pl = (Xl, Ul, .;r, WI) 
@P1=(w1A, 2A xXr, (A, U1), 0)=(0, 0, 0, 0): 
w1=X1= U1=0, also P1 abhangig von Po. 
In 12.2, Z. 4 v.u., statt 1 «.;». 
14. Die Elemente von 9)( als Polcwitaten der Oktavenebene. 
Die Worte Punkt, Gerade, Ebene nnd verbnnden 1) werden im Sinne 
von 12 gebrancht. 
14.1 Sind P, Q zwei zneinander fremde Ebenen, so bezeichnen wir mit 
P---+Q 
1) Statt "verbindbar" wollen wir "verbundon" sagon. 
lli!l 
die Abbildung, die einem Punkte (-) am; P die Gerade eQ n Q aus Q 
zuordnet (also die :Jienge der mit e verbunclenen Punkte aus Q), und 
die einer Geraden aus P den mit dieser Gcraden punktwcise verbnndenen 
Punkt aus Q zuordnet.. 
P-+ Q ist cine projektive Korrelation von P auf Q. 
Sind Pr, ... , Pn Ebenen, so dass jeweils Pt+l zu Pt fremd ist, so 
schreiben wir 
I4.2. Seien P1, P2, Pa paarweise fremde Ebenen. 
Dann ist P1 -+ P2 -+ Pa -+ P1 cine Polaritat von P1 auf sich. 
Beweis: Nach l3.I darf man annehmen 
Sei e in P1, also 
P1=(0, 0, I, 0), 
P2= (0, 0, 0, I), 
Pa=(X, U, ~, w). 
0=(0, 0, A, 0) mit A xA=O. 
Dem entspricht in P2 die Gerade 8P2 n P2. Durch sie legen wir die 
Ebene 
die Pa trifft (und zwar im Punkte @' = (P1-+ P 2 -+ P 3)0). 
p 
2 
p 
1 
Fig. 1 
12 Series A 
I. I (l 
\Vir bestimmen also x so. dass {Pa, R} = 0 wird, also 
(A, U)=rx~. 
Nun wird 
0'=2~P3 xR=(*, *, *, 1 (2(2~A xX--(A, U)U)). 
Nach 12.2 finden wir die Gerade (P1 _,_ P2 -? Pa _,_ P1 )@ aus 
in der Form 
(14.2.1) AA=2~AxX-(A, U)U, 
oder auch wegen U XU= ~X, 
(14.2.2) AA=2(Ux U) xA-(A, U)U. 
lVIan bemerkt, dass wegen der paarweisen Fremdheit der Pt gilt: 
~-#0, w-#0, also det X#O, det U#O. 
Es ist hier 
(AA, A1)=(A, AA1). 
Also, wenn A1 auf AA liegt, geht AA1 durch A. Es liegt daher eine 
Polaritat vor. 
14.3 lVIan kann natiirlich auch direkt zeigen, class 14.2.1 fur jedes 
U E 3 mit det U # 0 eine Polaritat A= Au definiert. Diese Polaritaten 
haben die spezielle Eigenschaft: 
14.3.1. A, A1 und die Schnittpunkte von A xA1 mit AA und AA1 
liegen auf einer reellen projektiven Geraden. 
Denn 
(U, A1)(A xA1) xAA -(U, A)(A xA1) xAA1 
=2~(U, A1)(A xA1) X (X xA)- 2~(U, A)(A xA1) X (X xA1) 
= H(A, A1o X)((U, A1)A-(U, A)A1) 
(nach 1.17). 
Wir wollen Polaritaten mit dieser Eigenschaft mit J. Tits 1) hermitesch 
nennen. 
14.4. Wir zeigen, dass alle hermiteschen Polaritaten die Form 
14.2.1-2 besitzen. 
Wir bemerken zunachst, dass bei einer projektiven Transformation 
l/J der Ebene Polaritaten in Polaritaten und hermitesche in hermitesche 
iibergehen, weiter dass die Polaritat Au iibergeht in die Polaritat A~·u 
(wo l/J* die zu l/J gehorige Transformation der Geradenebene angibt); es 
ist namlich 
l/J* Al/J-1Al = 2(l/J* U X l/J* U) X l/Jl/J-1Al- (l/J-1A1, U)l/J* U 
= 2(l/J* U X l/J* U) XA1- (AI. l/J* U)l/J* U. 
1) ~iehc etwa Mem. Acad. Belg. 29 (1955), No. 3, 56-57. 
iII 
Zn gegehener hermitescher Polaritat l1 wahlt>n wie eiuen Punkt E 1 , 
der nicht. mit seiner Hildgeraden inzidiert, und auf dieser einen Punkt E2 
mit derselben Eigenschaft (das ist, wie man leicht sieht, moglich). Die 
Punkte Er, E2, Ea = AE1 X .1E2 und die Geraden AE1, .~tE2, E 1 X E~ konnen 
wir nach Obigem bzw. in der Form 
0 
0 
0 
annehmen. Nimmt man weiter 
Eo~ G : D 
und setzt man U in der Form 
an, so wird 
fi.ir ~ = 1, 2, 3 
und 
und das durchlauft alle (nicht durch die Punkte E1, E2, Ea gehenden) 
Geraden der von E 0 , E 1, E 2, Ea bestimmten reellen projektiven Ebene, 
wenn die Ai alle reellen Zahlen "I= 0 durchlaufen; dabei nimmt A uEo 
alle Werte an, die mit der Forderung 14.3.1 vertraglich sind. 
Es ist noch zu zeigen, dass zwei solche hermiteschen Polaritaten, A, A1. 
die in den Et(i=O, I, 2, 3) i.ibereinstimmen, identisch sind. Die Projek-
tivitat AA1 besitzt die Fixpunkte Et(i=O, I, 2, 3), wird also von einem 
Automorphism us U des Oktavenkorpers erzeugt 1 ). Also A1 =AD. Fi.ir 
A konnen wir Au nehmen. Auf die Punkte 
G 
I 
D· G 
a 
D .F l A 1 0 0 
wenden w1r AD an: 
C' A.2lL1 D· C' 
A1A2Da 
D ADF = ~2A1 ;,22 A&A ~1A21'Ja lL22 0 0 
I) Siehe OAO, Anhang. 
1-.) ,_ 
Die Forderung, dass diese Punkte mit Fund A auf einer reellen Geraden 
liegen, ergibt: 1, a, fJa sind reell abhangig. Fiir rein imaginare a folgt 
hieraus die Reell-Abhangigkoit von a und {}a, also fJa =a fiir alle a. 
Demnach ist fJ die Identitat. 
14.5. Bei der hermiteschen Polaritat Au findet man fiir die Punkte A, 
die mit ihrem Bilde inzidieren: 
(A, U)=O. 
Das ist hochstcns eine H5-dimensionale j<fannigfaltigkeit der OktaYenebene, 
ein sogen. Kegelschnitt. 
14.6. :!\ian erhalt (Ginfach) entartete Polaritaten, wenn man in 14.2 
zulasst, dass P 1, Pa sich in einem Punkt treffen. lVIan hat dann w = 0, 
also X xX = 0, also det U = 0. Der Treffpunkt von P1 und Pa ist X. Die 
Abbildung A (siehe 14.2.1-2) ist fiir alle Punkte =t=X definiert; X heisst 
die Singularitat von A. Alle Bildgeraden gehen durch X. Zwei Punkte 
auf derselben Geraden durch X haben dieselbe Bildgerade. Wie bei 
nichtentarteten Polaritaten gilt: Liegt A1 auf dem Bild von A, so liegt 
A auf dem Bild von A1. 
Sei ausser der entarteten Polaritat A eine Gerade B, nicht durch X, 
gegeben. Dann gibt es eine nichtentartete hermitesche Polaritat A', 
die auf B mit A iibereinstimmt. (Man nehme namlich durch die Gerade 
(P1 --'!>- P 2 --'!>- P 3)B eine Ebene P~, die P 1 u P2 nicht t.rifft und definiere 
A' =P1 --i>- P2--'!>- P~--')>- P1.) 
Unter einer entarteten hermiteschen Polaritat mit der Singularitat X 
verstehen wir eine Abbildung A, bei der jedem Punkte =!=X der Ebene 
eine Gerade durch X entspricht, bei der aus der Inzidenz von A 1 mit 
AA die von A mit AA1 folgt, und die auf einer nicht durch X gehenden 
Geraden mit einer geeigneten nichtentarteten hermiteschen Polaritat 
iibereinstimmt. 
Man sieht ohne weiteres, dass das angegebene Verfahren genau alle 
entarteten hermiteschen Polaritaten liefert. 
15. Die Elemente von W als Perspelctivitaten der Olctavenebene. 
15.1. P1, P2, Pa, P4 seien vier Ebenen, derart dass sich P1 und Pa, 
ebenso P 2 und P 4 in einer Geraden schneiden, und im Ubrigen die 
Durchschnitte leer sind. Dann ist P1 --'!>- P2 --i>- Pa --i>- P 4 --'!>- P1 eine Perspek-
tivitat II von P 1 mit der Achse P1 n Pa und mit demjenigen Punkte 
von P 1 als Scheitel, der mit P2 n P 4 punktweise verbunden ist. 
Wir rechnen II e aus, indem wir 
pl = (0, 0, 1, 0), 
Pa= e1Pr, 
e1 = (4>1, er, A1, B1), 
e= (0, o, A, 0), 
wahlen. 
P2= (0, 0, 0, 1), 
P 4 = Ebene durch P2 n e1P2, die eoP1 trifft, 
eo= (4>o, eo, Ao, Bo), 
e, er, eo E W, e E P1 
e, 
1 "'";•) 
J. j •) 
'Vir musscn erst die Ebonc 
so bestinunen, dass sie P 3 =(0, B1 , -g1 , 0) trifft. 
ergibt 
Das fli.hrt zur Ebenc 
(Qr, A, 0, 0. -(A. Br)). 
p2 
~-----·-
P, 
Fig. 2 
Sie trifft P 3 in 
G'=(ier(A, Br), h?r(A, Bl), -ier2A, !(A, Br)Br)=(Pr---">-P2_,..p3)e. 
P 4 = (eoAb 0, 0, -(AI> Bo)). 
G'P4= (iereo(A, Br)Ar +T~ereo(A, Br).lh +ier2(Ar, Bo)A, 
-!er2eoA xAr, 0, -!er(Ab Bo)(A, Br) -h?r2Qo(A, Br)). 
Wir bestimmen die Ebene 
;.p 4-:- fhe' P 4 
so, dass sie P 1 trifft. 
ergibt etwa 
A.= er2go(A, Br) + Qr(Ab Bo)(A, Br), 
f.l =- 4(Ab Bo). 
Vom Treffpunkt braucht nur die clritte Komponente berechnet zu 
werden. Sie lautet 
QrQo(A, Br)(QrQo -'- (A1, Bo))Al- 2grgo(Ah Eo)( A, Br)Ar 
- 3(JrQo(Ab Bo)(A. Br)Ar-- Qr2(Ar, Bo)2A. 
li-t-
Xach einfacher Umformung erhalt man fiir II e den Ausclruck 
(15.1.1) II" A=- (A, B 1) A -'--4B X (A xA)- (A 1 , R 1) A A, B, " t ' t t 1-" 
mit 
( U5.1. 2) _1_ = (A1, Bo) + l. 1-" QlQO . 
Nach 11.3.3 ist x das Doppelverhaltnis cler Perspektivitiit. 
15.2. Einem Punkt Bt E 9c in allgemeiner Lage vdrd also eine Perspek-
tivitat der Oktavenebene P zugeordnet. Das war schon in 11 geschehen, 
allerdings rein algebraisch, wahrend wir es nun clurch eine geometrische 
Konstruktion getan haben. Dem Punkte 
Bt = (f})t, Qt, At, Bt) 
ist die Perspektivitat mit Scheitel At, Achse Bt und Doppelverhaltnis x 
(siehe 15.1.2) zugeordnet. '\Vir nennen sie auch 
Sie hangt noch vom "Aufpunkt" f9o ab. 
15.3. Die Verbundenheit der Punkte f9t, f9o driickt sich nach 10.2.2 
uncl 11.7 .1 durch 
4etBo X (Ao X At)- (At, etBo- eoBt)Ao -'- (Ao, eoBt- etBo)At 
-4eoBt x(Ao X At)= o 
und (At, Bo) = (Ao, Bt) 
aus. Hieraus folgt (siehe (15.1.1)) 
IlA. B.Ao=4~Box(AtXAo). 
" • Qo 
Umgekehrt rechnet man leicht aus, class diese Bedingung auch hin-
reichend fiir die Verbundenheit von Bt und f90 ist. Anders gesagt: 
Notwendig und hinreichend fiir die Verbundenheit von 
Bt = (f})t, !!1> At, Bt) 
und f9o = (f/)o, (!o, Ao, Bo) 
ist im Allgemeinen, das Ile,,e, den zu f90 gehorigen Scheitel abbildet auf 
einen Punkt der zu f9o gehorigen Achse. 
15.4. Das "im Allgemeinen" bedarf naherer ErHiuterung. Zunachst 
miissen wir, um Perspektivitaten mit nichtinzidentem Scheitel und Achse 
zu erhalten, verlangen, class 
(15.4.1) (Ao, Bo)#O, 
ist, oder auch 
(15.4.2) clurch f)i geht keine Gerade, die Pt und P 2 trifft. 
1/.i 
Damit die angegebene Konstruktion Yon II moglich se1. mtissen wir 
weiter fordern: 
Go r/= P1 u P2 G1 t$ P1 u P2 P2 n fhP2 n Qa lt>er, 
P2 n Pa leer. P1 n P 4 leer, P 3 n P 4 leer. 
Forderungen l. 2, 4 sind nach Obigem schon erftillt, 3 uud ;) lassen 
sich dnrch 
(15.4.3) 
erftillen. (j durch 
(15.4.4) 
Zu den Betrachtungen Yon 15.3 braucht man noch 
(15.4.5) 
Zu (15.4.4) bemerkt man noch: Ist (AI. Bo) + g0g1 = 0, so ergibt sich 
aus 11.7.1 
(15.4.6) 
d.h. Bo und B1 gehen durch denselben Punkt von Ao X A1. 
lian kann also die Aussage von 15.4 so prazisieren: 
:\:Ian setze voraus: Go i P1 u P2, G1 i P1 u P2; es gibt kein inzidentes 
Paar 0 (Punkt), D (Gerade), so class Ao, A1 auf D liegen und B 0 , B1 clurch 
0 gehen. 
Dann und nur dann sind Go, Gl verbunden, wenn Ile,.e, Ao E Bo 
sinnvoll und richtig ist. 
16. Axiome fur 8y(5, ok). 
Wir sind nun so weit, class wir die in 12 algebraisch auseinandergesetzte 
Geometrie axiomatisch aufbauen konnen. 
16.1. Legen wir statt des Oktavenbereichs den der reellen Zahlen 
zugrunde, so ist jene Geometric mit ihren Punkten und ihrer Verbunden-
heitsrelation gerade die 5-dim. reelle symplektische Geometrie- statt 
"verbunden" pfl.egt man dort "konjugiert" zu sagen. Die Darstellung 
der [a, die bei uns zum Vorschein kam, ist aber nicht die tibliche, :n:1, 
im 6-dim. Vektorraum, sondern 2:n:b in einem 21-dim. Vektorraum. Die 
Punktmenge der Geometrie ist also nicht direkt der 5-dim. projektive 
Raum, sondern eine diesem isomorphe l\Iannigfaltigkeit 91 in 21 Dimen-
sionen; die Mannigfaltigkeit 9JC: der Ebenen ist in 14 Dimensionen ein-
gebettet, mit der Darstellung :n:2. 
Es ist nun ganz natiirlich, bei Zugrundelegung des Korpers der kom-
plexen Zahlen, Quaternionen, Oktaven von der 
funfdimensionalen symplektischen Geometri e 
tiber dem betreffenden Korper zu sprechen. Statt "symplektische Geo-
metrie" sagen wir auch Symp]ekton 1 ). 
J) Besser ware "Symplexis", a.ber da.s gestattet in vielen Spra.chen keine ange-
nehme ~1ehrzahlform, 
llti 
'Vir kiirzen ab: 
Sy(5, re), Sy(5, ko), Sy(5, qu), Sy(5, ok). 
Urn vorliiufig die algebraisch definierte Geometrie von der zu definierenden 
axiomatischen unterscheiden zu konnen, fiigen wir noch hinzu: al(alge-
braisch) oder ax(axiomatisch). 
16.2. Die Elemente von Sy ax(5, *) sind 
1. eine Menge in, deren Elemente Punkte heissen und meistens mit 
e (mit Indizes) bezeichnet werden, 
2. eine zweistellige, reflexive, symmetrische Relation fur die Paare 
aus in, die Ve1·bundenheit heisse. 
16.3. Die maximalen Mengen paarweise verbundener Punkte heissen 
Eben en; die Menge dieser Ebenen heisse 9.n; Elemente von 9.n werden 
mit P, Q, R, S bezeichnet. 
16.4. Durchschnitte zweier verschiedener solcher Ebenen heissen 
Geraden, wenn sie a us mehr als einem Punkte bestehen; sie werden mit 
Q (mit Indizes) bezeichnet. 
Definitionsgemass gibt es durch jede Gerade wenigstens zwei Ebenen. 
16.5. 9.n ist sicher nicht leer. Sollte in leer sein, so ware die leere 
Menge die einzige Ebene. Wir fordern aber: 
Axiom A*: Jede Ebene mit ihren Punkten und Geraden ist eine 
projektive *-Ebene. 
Insbesondere 
Axiom Aok: J ede Ebene mit ihren Punkten und Geraden ist eine 
projektive Oktavenebene. 
Wir werden aber auch einige Konsequenzen von Are> Aka> Aqu erortern. 
16.6. Seien eo ein Punkt und P eine Ebene, eo i P. Die Menge der 
mit eo verbundenen e E p heisse r. Die Vereinigung von eo und r 
besteht a us paarweise verbundenen Punkten; also gibt es eine eo und F 
enthaltende Ebene Q. Nach 16.4 ist F=P n Q leer oder ein Punkt oder 
eine Gerade. '\Vir fordern das letzte: 
Axiom B: Ist e ein Punkt und P eine Ebene, e i P, so ist die Menge 
der mit e verbundenen Punkte aus P eine Gerade. 
16.7. Wir konnen auch sagen: 
Zu e und P mite i P gibt es genau eine Ebene durch e, die Pin einer 
Geraden schneidet. Diese Ebene nennen wir eP. 
16.8. Aus A* folgt noch: Hat die Gerade Q zwei Punkte fh, e 2 in 
der Ebene P, so liegt sie ganz in P. 
Denn Q=P1nP2, PFI=P2. Also etwa P1=1=P. fh, E P1 n P, et E P2 n P. 
Nun ist P1 n Peine Gerade in P, P2 n P eine Gerade in P oder gleich P; 
also P1nPCP2nP. Also P1nPCP1nP2nP=QnPCQ. Nun sind 
P1 n P und Q Geraden in P1, die E:h, e 2 enthalten. Also !.J=l\ n PCP. 
177 
16.9. Hieraus folgt: Durch zwei Punktc fh. Eh gibt cs hochstens einc 
Gerade, die wir dann mit fhe2 bezeichnen. 
16.1 0. Zweckmassig sind noch andere Formulierungen friiher erwahnter 
Tatsachen: 
Ist e verbunden mit drei nieht-kollinearen Punkten der Ebene P, 
so liegt e in P. 
Schneiden die Ebenen PI, Pz sich in einer Geraden [2 und sind el E Pl, 
e2 E p2 verbunden, so liegt el oder e2 in D. 
Schneiden P1 und P2 sich in einer Ge1·aden und trifft P sowohl P 1 
als auch Pz, so liegt P n (P1 u Pz) in P1 oder in Pz. 
16.11. Sind die Gerade D und die Ebene P zueinander fremd, so gibt 
es genau einen Punkt e in P, der mit D punktw·eise verbunden ist, und 
genau eine Ebene Q durch D, die P t.rifft. 
Denn nimmt man el #- e2, el, e2 ED, so sind die Geraden p n elp 
una P n ezP nach 16.10 versehieden; ihr Schnittpunkt ist das gesuchte e. 
Das gesuchte Q wird durch e, Eh, e2 bestimmt. 
Es gilt auch Q= e1e2P. Wir bezeichnen diese Ebene mit DP. 
16.12. Trifft die Gerade D die Ebene Pin einem Punkt eo, so bilden 
die mit Punkten =1= eo von D verbundenen Punkte von P eine Gerade f2' 
durch eo; es gibt dann durch D genau eine Ebene Q, die P in einer 
Geraden (namlich in D') schneidet. 
Denn ist e E f2, e=l= eo, so liegt eo auf eP; es ist. D' =P n eP. 
16.13. Ist e ein Punkt und D eine Gerade, so ist e entweder mit allen 
Punkten von D verbunden oder mit genau einem (sogen. allgemeine Lage). 
Denn sei p eine Ebene durch D. Dann ist entweder e E p oder ep n p 
eine Gerade, die entweder mit D zusammenfallt oder D schneidet. In den 
ersten Fallen liegen e und D in einer Ebene ; im letzten Fall ist. der 
Schnittpunkt der gesuchte Punkt. 
16.14. Wenn die Geraden D1 und D2 einander nicht treffen und eine 
Ebene P1 durch D1 existiert, die D2 trifft, so existiert eine Ebene P2 
durch D2, die D1 trifft. 
Denn nach 16.12 gibt es eine Ebene P2 durch D2, die P1 in einer 
Geraden D' schneidet; D1 und D' liegen in P1 und schneiden einander. 
16.15. Allgemeine Lage von D1 und D2 bedeute, dass D2 keine Ebene 
durch fJ1 trifft. 
Allgemeine Lage bedeute iibrigens: bei zwei Punkten- Nichtverbunden-
heit; bei zwei Ebenen, einer Ebene und einer Geraden, einer Ebene und 
einem Punkt- Fremdheit. 
"In allgemeiner Lage" wird abgekiirzt: i.a.L. 
16.16. Zwei Ebenen P 1 , P2 i.a.L. bestimmen eine Abbildung P1 ~ P2, 
so dass 
(P1 ~ Pz)e= eP2 n P2 
(P1 ~ P2)D=DP2 n P2 
fiir e E Pl, 
fiir DC P1. 
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Diese Abhildung ist eme projektive Korrelation. "Tie friiher setzen wir 
(Pn-l r Pn)(Pn-z >- Pn-l) · · · (P1- >- P2) =P1 >- P2 ->- • • • >- P,. 
16.17. Axiom C: Seien die Eb<:>nen P 1, P 2. P 3 paarweise i.a.L. Dann ist. 
P1 -+ P2 -+ Pa -+ P1 
eme Polaritat von P 1 auf sich (d.h. das Quadrat ist die Identitat). 
16.18. Dieses Axiom lasst sich auch als Schliessungssatz aussprechen. 
Die Schliessungsfigur besteht aus drei Punkten fh drei Geraden Q1 und 
neun Ebenen Pti derart, dass ei und Q1 auf Pt1 liegen. 
16.19. Sind fJ1, fJ2 i.a.L., und durchlaufen Q1, Q2 die Biischel mit 
fJ1 hzw. fJ2 als Achse, so dass jeweils Q1 und Q2 einander treffen, so 
durchlauft ihr Treffpunkt eine :Menge LI(QI. fJ2). Der Schliessungssatz 
sagt, dass LI(Ql, fJ2) =LI(QI. f2a), sohald sie zwei Punkte 61, 62 gemein 
hahen-allerdings vorlaiifig nur unter der zusatzlichen Voraussetzung, 
dass auch fJ2, f2a i.a.L. sind. 
16.19.1. Sohald wir wissen, dass es durch jede Gerade mindestens drei 
Ebenen giht (siehe 17), ki:innen wir uns von dieser Voraussetzung hefreien. 
Zunachst hemerkt man, dass fJ2, f2a, wenn sie nicht i.a.L. sind, sich treffen 
(aher nicht in einer Ehene liegen); andernfalls gahe es namlich Ehenen 
Pt durch f2t, so class P2 von f2a in e~ und P 3 von Q 2 in e~ getroffen 
wird und e~ # e~ ist, und dann miissten 61, 6 2 auf P2 11 Pa liegen, also 
verhunden sein. 
Man wahle nun @' E f2a, ¢: Q2, nenne @" den mit e' verhundenen 
Punkt von fJ1. und wahle durch 616' eine Ehene Q, die weder durch @", 
noch durch fJ2 11 f2a geht. Q4 = 62Q 11 Q trifft weder fJ1 noch fJ2, ist also 
zu heiden i.a.L. Nun sind 61. 62 E LI(QI, fJ2) 11 LI(QI, fJ4), also LI(QI. fJ2)= 
=LI(fJ2, fJ4). Sei 8a E LI(QI, fJ2), dann 8a E Ll(fJ2, fJ4), also verhunden mit 
fJ2 11 f2a und mit f2a 11 fJ4, also punktweise mit f2a, also 8a E LI(QI, f2a). 
Also LI(QI. fJ2) C Ll(fJ1, f2a) und ehenso umgekehrt. 
Wir hahen dann: Ll (QI. fJ2) ist durch zwei seiner Punkte hestimmt. 
16.19.2. Hieraus ergiht sich die Mi:iglichkeit, entartete Polaritaten 
zu erhalten : 
Die Ehenen P1, P2 mi:igen sich in einem Punkt treffen, wahrend Pa 
sich zu heiden i.a.L. hefinde. Die folgenden Ahhildungen sind dann 
sinnvoll fiir el # pl 11 p2: 
(P1 -+ P2 -+ Pa -+ P1) 81 = (P2 -+ Pa -+ P1)fJ2 = (Pa -)> P1) 8a = fJ1, 
(P1-+ Pa-+ P2-+ P1)81= (Pa-+ P2-+ P1)f2a= (P2-+ P1)82=Lh 
wegen des Schliessungssatzes 16.19.1. Also 
(P1 -+ P2-+ Pa -+ P1)81 = (P1-+ Pa-+ P2 -)> P1)81 
fiir 81 # P1 11 P2. 
Das ergiht auch: lst 6' auf (P1 __ ,. P2 -)> Pa -+ P1)€J, so geht 
(P1 -)> P2 ~" Pa-+ P1)€J' durch 8. 
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16.20. Sind th, tJ2 Punkte i.a.L., und durchlaufen Q1, Q2 bzw. die 
Btindel mit e1 bzw. e2 als Scheitel, so dass jeweils Q1 und Q2 einander 
in einer Geraden schneiden, so durchliiuft ihre Schnittgerade eine Menge 
Ll*(@r, tJ2) von Geraden. Der Schliessungssatz sagt, dass LI*(@I, tJ2) 
durch zwei seiner Elemente i.a.L. bestimmt ist. 
16.21. Seien .Qr, .Q2 Geraden i.a.L. und sei jeweils e E .Ql verbunden 
mit cp( @) E .Qz. Dann ist cp eine Projektivitat. 
Denn wahlt man P1 durch .Ql mit leerem P1 II .Q2 und weiter P2 durch 
.Q2 mit P2=f..Q2P1, so sind P1. P2 i.a;L. und ist cp(tJ)=.Q2 II ((P1 ~ P2)tJ) 
fur @ E .Ql. 
16.22. Sind .Ql, .Q2, Qs paarweise i.a.L. und ist IPii die zu .Qi, .Q1 nach 
16.21 gehorige Projektivitat, so ist IP3IIP23lpl2 eine Involution. 
Das folgt aus Axiom 0, sobald man weiss, dass P1. durch .Q1 existieren, 
so dass Pr, P2, Ps i.a.L. sind. Wir zeigen das spater (siehe 19). 
16.23. Zu 16.22 gehOrt folgende Schliessungsfigur von sechs Punkten 
0t(i= 1, ... , 6) und neun Geraden: 
ei verbunden mit 0t-I, ei+!, ei+3 (mit i mod 6 gerechnet). 
